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HERBERT VOHLA : KOMPLEXE ZAHLEN
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- ein vernachliligtes GCebiet der Schulmathematik

Zahlenbereichserweiterungen

} X Ny = 7, kann zu einem Ring strukturiert werden.

XZ-= B bzw. 0, kann zu einem Kdrper strukturiert werden.

. Z
2. QX Q ist die Grundmenge fir Intervellschachtelungeny fihrt zur Menge R.

\.] lrQ § o

Diese kann zu einem KBrper strukturiert werder.
4. RX R =C, kann zu einem Kérper strukturicrt werden; die dazu erforderlichen
Axiane fUr das Rechnen ergeben gsich durch 8etrachtung von Kongruenz- und

Fhnlichkeitsabbildungen in der Ebene.

Axiome fiir das Rechnen im KKZ
I

AX1  (a/b) + {c/d) = (a+c/b+d) ciiiiiiiiiiiiianieennn . RR Aagdition

AX? (a/b) . (c/d) = (sc-bd/ad+be) ......... vessesses- RR Multiplikation

AX3 i}a/b) = (C/dﬂ <=> [ka:c)/\\b:d)] ........ cre.. Gleichh2itsdefirition
AX4 (2/0) =2 @ verercacernconen a4 senesaareras . Einbettungssstz R C .,

ilet

Weitere (praktische) Rechenregeln, axiomatisch hergeie

1. Cegenzahl einer Kcmplizxen Zahl, Sudtrektion zurickgefiUhrt asuf die Addition.
-(a/o} soll Ldsung der Gleichung ‘a/b) + (x/y)'=
Lésen die Xquivalenzutformung durch Addition ven (-a/-b) unter Anwendung
von AXl: (x/y) = (-a/-b).

-(a/b) = t-a/-b}; dies ist

AX4 und AX2 (und AX3): ={a/b) = (-1/0).

{0/0) sein, £s nitzt zum

interpretierber eis (-1).{a/b) nach
la/b) = (-1).(e/b} .

Ergebnis:

2, Veh:wer* einer ¥omyloxen Zakl, Division zurlickgsfihrt auf
(1/C) mit afed? 2

fex-by=1)/ (bx+ey=0), aige such

TE“ST sei L&sung der Cleichung fe/b).ix/y) = # 0.

Awerdung von AXZ und AX3 bringt

a8 "b . 1 -b .
X = , Yy = ——5 . Ergehnis: = { / =)
ez*bz z*bz t8sb) ~ e2*52 a2+b‘
3. Konjuglizrtkomplexe Zehlenpeare.

Das Ergebnis von 2. zezigt die Nitzlichkeit des Begriffs "Kenjugierte einer

¥omplexean Zehl": z = (a/bY, Z = (al-b).
Anvendungen: o ox ,1 . T bzw. 2.z = 32+ bz .
Z 2 . 2 P e
5 4D
Alsc Vann men schreiden: 2.7 = [ziz .
Ferner gilt: a = .e\z) 5 l242,, b = Im{z) = ﬁ%.(z*?), 2=z u.v.e

die Fultipliketion,
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Beispiele zum axiomat tschen Lésen von algebraischen Glelchungen 2-ten Gradeg

.

22 _Biz - 16 = 0 ist in C zu lBsen.

(x/y)? - (0/8).(x/y) - (16/0) = (0/0) ..... STundgedenke) axa

(x2-y2/2xy) = (-8By/8x) = (16/0) = C0/0) ereueenruvrnenseneness AX2

(x2-y2+8y-16/2xy-8x) = (0/0) ..... eebeeenre e s AX1
(xz-yz+8y-l6=0)/((ny-ﬁxzﬂ) teessecessnssessannse vesseasns eeese AX3
N - S | 8 ‘/___J .
1. 11

Aus Gleichﬁng Il x.(yTA) =0

Fall 1 ... x=0 ergibt in It -yleBy-16:0 bzw. (y-4)%0,
sfea (0/0)(2 . -

Fall 2 ..; Y:Q fiihrt zum selben Zahlenpear wie Fall 1.

6e§smtergebnls: L= {(0/45(2)} .

o
- T

32 - (9+151);z - 46 + 781 = 0 ist in € zu l&sen.

2x
“sind 9 und 6. .
Somit Ergebnis: L = {(1/9);(8/6)}

(x/y)2 = (9/15).(x/y) + (~46/78) = (0/0) ... Crundgedente) ..,
(szyZ/ny)vi (9x-15y/15xf9y).+ (<46/78) = (G/0) eevevevnenn. AX2,

(Xz-y2-9xPlsy—aﬁfzxy-l.'ix-?)ﬂ--]ﬂ) = (0/0) ..l.':l.l..!..lll"l. AXl

(xz-y2-91+)5‘/-‘l6=0) A (2)‘)’-15!*9)"‘70:0) sass e l‘l Te PO BLIBAELS LN GCS Ax}
L N— S —

~ e

¥

‘Aus Glaichung 11: vy = =525~ s wird in I verwendet:

(x2-9x-16). (4x2-36x+81) - (15%-78)% + 15.(15x-70).(2x=9) =0

A =365+ BI X2 =36 % +324x2-T29x=100% 24+ 1656x=3725~225x 242300~ 600444 50x 2 -
~4365%x+10530 = 0 , T

4 3 2 4 3 2
Ox =72x “+446x"-1093x+720 = 0 bzw. 2x ~-36x"+223%¢"=549x+360 = O ;

1" ist Ldsung (sofort zu setien), die Division durch (x-1) fihrt auf
3-3&x2+189x-360A= 0 mit der reallen Lbisung 8. Die zugsurdneten y-Werte

¢

e e e L4 R




fortsetzung: Weitere praktische Raechenregeln, axiomatisch hergeleitet

4. Binomialschreibweise fir Komplexe Zahlen

AX3

‘v

(a/5) 251 (5/0)+00/0) 22 (1/0).¢a/03+(0/1).(5/0) 222 1 ae(0/1).b 2 asiib .
#) Ls hat sich als verzinfschend erwiesen, fir die sogenannte "imagindre
Einheit" {3/1) den Buchstaben "i" zu verwenden. Man kann dann und aufgrund
der Axiome AX1l und AX2 mit Termen der Form a+ib nach den gleichen Regeln
rechnen wie mit reellen Binomen, wsnn man stets i2 durch -1 ersetzt:

12 el (o) B8 royy0y) B2y

=\

GConiometrische Sch-eibweice einer Kemplexen Zahl

W

l

2 = g+bi = ‘z‘.(cosq»isinqﬁ,(g: arqz; a = tz].coaq, b = ]zl.ain?, ¢ = arctang.
Cut geeignet vorallem bei multipliketiven Berechnungen; die MOIVRCsche Formel
(cos§+i.sinQ)n = cosng+i.sinng gestzttet das Lisen einiger Aufgaben auBerhalb
des Kirpers “er Komplexen Zzhlen {z.8. das Lisen von Kreisteilungsgleichungen;
Jeginn der Funktiorentheorie; Abrsham de MOIVRE, 1667- 1754). Von entscheidender
8edeutung ist jedoch dis Formel cesz + i.sinz = eiz (gultig fir slle komplexen
Arqumentvinkel zj Leonharc ZULER, 4.4.1707 - 18,9.1763).

Dia €ULERsche Formel

ix .
e =z cosx + i.sinw

1. Stsndard-terleitung mithilfe von Potenzreihen

73 xs x7 x2 xa x6
8inx = X = gr Ty = gy tmees gy CO8X T 1 = Sy oagmo- T s aeey
x j.rz 5'x3 'xa us x6 x7 B e
e :l+y+-2'-§-+—-7+z‘—i-+3-.-+%-!-+-:i—!-+...,x—-)ixergibtsich:
. 2 .3 4 .5 6 7
ix s X ix x ix
e :l-rlx-':z-g'~*}-"!—+-a-i-+ 5‘--6-'@----7*-'-4--!---...
Aleo gilt au
2 4 6 3 5 7
ix x % X . X
e -(l--i—!-+z-7---é-!-+ )-o-l.(x--s—'--‘-;—‘--;l-r- o) =

cosx + i.einx , w.z.b.w..

2. Herleitung mithiife einer Differentialgleichung

Angstz: y = cesx + i.sinx  mit y(0) = 1 . Durch Differenzieren erhilt man:

y'z -=sinx + i,co8x und man erkenr. mihelos: y' = i.y .

Integration in der Form %7 = 1 firrt suf lny = i.x + 0 {wegen y(0)=1)

i/

. ir .
Somit qilt vy = e " , wses herzuleiten war.
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4

3. Rechenbeispiel: Man ermittle g 2" mithilfe Komplexer Zahlen.
v x +1

Pertislbruchzerlegung ergibt S dx_ %" dx . _ ZS
X +l
2 2 I1 TL
Bei I, hilft die Substitution x“zi.y, x=Vi.y, dx=Vi.dy weiter; I

nicht extra gerechnet zu werden, weil Il und !2 konjugiert komplex eind.
4 Vi Y

braucht

Il = %‘g gx = %. —!1%gx- z %%. gx 2 %%.arcten-é:
x +i oi(y +l) x 1 Vi .
Nebenrechnung fir arctan\%,f: cosz = -z-(o Ti%y, sinz = —Z—I—i-{elz-ehu) ;
2iz
! -
tanz = §.97,_ 1 sy 1.uFuc (z:erctan-3§) gilt:
R RS | V1
262 _ 20T SV T 2 T 12T L e o
e s Oy 153 Z = Vi+i+iVi = .., = i714V2Z);
2iz = InifvZ+l) = 1n(V2sl) +—'K y 2 -i‘!- In(VZ2+1) 4»% ;
VL T o Fy S V2 gy 7. Ty -
11 = = .(21 (V2 +1} 4) = 4.\l-o»i,.(-z.ln-\l +1) + z} =
7 . - ; —
- %f"‘i' n(VZel) « X v .00 Ze1) « E - B2 daniiz) + 5y v -
r-%% (In{V2¢1) + ) + Im, also gilt fUr das gesemte Integral I +1, =
= Z.Re(l,)

4

% Z
g d -uf-(l"("z“l) +2;.' (~0,865572 9873)
0

Komplexe Potenzen von keomplexen Basiewsrten f(Hauptwerte)

. \
;1_:. Mzn berechne (A+}i)(2“'il |

e{2¢8).In(4+31) | {2+i).(1n5 + f.orctans) _

(te3i)(2¥E)
e(anS-arctang).ei.(1n5+2.arctanz) L o2,575374716 5.2,89648015 _

13,136 2258 £3. (c0os155,953 795%9+i.61n165,953 795°) = -12,74346923+i.3,188 221 476

(gerechnet mit HP-35 Celculstor).

Zur Probe kamn 2.8.3 (7+241,.\a+/i) gerechnet werden.

: X %y
2. Pflichtibungen: it = o' 10 o et (Lo 33) 2 V2 (o (iyoting 2oravg 576 3)

-3 -. s T ‘x‘
(1) 8 1.dma =0 /2 (= (-i) $ F:v&,810477332 )

i

) = S e 0 stes =

-

Men beachte: Die (Haupt-) Werte von arctan miigsen im BogenmaB weiterverwendst

werden !
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Seweis \nerleitung einer Formel) onne Verwendung der Formel von EULER

Cegeben sei ein rejelmiBiges n-fEck mit dem Umkreisradius r. Behauptung:
Das Produkt P{n) der Lingen sller n-1 Verbindungdstrecien eines Eckpunkts mit den

Ubrigen hat stets den Wert n.r”-l . (Siehe auch "Wissenscheftliche MNachrichten",

April 1985).
Brwaisg:
z, n £s genligt zu fir r=l: P(n) = n.
"(::: Zq diesem Zweck betrachte man die Kreisteilurgsgleichung
z"-1=0 bzw. ihres HORNERsche Felctorisierung

-1 -2 - .
(z-1).(z" w2775 3+..‘+2'-1) = 0, wobei

dar zweite fFektor die L8sungen Zyw Zys eee oy Iy

\ Re  und 2uch ‘l‘ Z., ..., 25 lefert. Men kann schreiben:
-1, 02, - '

ves +Z41

1]

(z—zl)(z—z ) J .(;-zn_l),
).

’

2 TR L ezl o2 (z-%, )\z 27) eer W lZ-%

n-1

Fir z=] ergibt sich: n = ‘1~ z,,\l—kz,. cee o(1-2 _l) UJd zuch

n = (1-:1)(1-23). cen .(l-zp_ ) = (l—zl)(i-z Yo oo J(L=2 l) Durch Yulticlizieren

-———..-

. (1-2 , l~;2) vos Wf1 )(l z 1,

i gleich cdem Wert ven P{n)z; eleo gilt P(n) = n, =.c.d.

2 .
n-, cdles isc wegen

Zv ermitteln sei das urbestimmte Integral g g“ .
x +]
Durch Partialbruchzzrlegurg ergibt sich gx =-%.(}—l— - —l?)dK %,1n51§ +«C.
p R _‘j X+L  x=1 277 -1
r —
dy i ¢, lai 0
rechenteispiel dazu: \\ 35— = 5e{ingoT - In{-1;, = 7 Ini - In{-1}}| =
z* 4 5T -
i ot i ]L-i)’.’ . i, dmo_ 4
= -2-.":1”“1.! - l."i - lr'l—li - 1.“ = i.‘*:z— - 17.') = 2. e B "-} .
A, -
2. Techen 1: (X sy ! : : . e
. oeigpiel: ;} 5 ] jet zu lerechnen, Partialbruchzer:.squng G st aui
Ny .
1 1,1 a 2 1
--*J—I = i ;:T - ;:"‘_\(: - ...) , Wopei a flr 2'(1*1\/)) steht. Diey vaihrt euf;
X+ -

S:g—f;=%.[ln(x+l) - a.!n(x-3) - E'.ln(x-‘a')] +C = %,D,n(awl)-Z.Re(a.ln(x'a))] +C.

1
, . . dx 1 w )
Daraus sraibt gich: \—w=~— = ... = 1.(ln2 + Yy (m20,835648 5GB3 ...
’ x'$+l J__.
fr

Bemgrikur.gen: Xantrollrechnung mit 2inem programmnierbaren Taschenrechner eraab
bei 130SIHPSON~Strcifengieicher Rreite: 0,8255633 047 .

Iin der rein reellen Integralrechnung wird in diesem Tall die
arctan-funktion verwendet (und Integralsubscitution).
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Elementsrqeometriasche Anwendungen von Komplexen Zahlen-

1. Satz von der Winkelsumme im ebenen Dreieck (Beweis)

Im h el a_e-b! b-sa bl _ .1 = ei®
a'|b{ ® a-d" &y ° b "‘b-a] -
vy ~ < v -

i ol3 o ¥

RACE Ao
aleo eilt: 04+G+'-J~= 13ne

“zn beectie: |a-b} = Jh-s] !

2. Sutz deg THALES vows Milet (Lewzis)

-1 .
11_ . P ‘5-?,‘1.1. 1-¢”" +e3%_3

> i - - ,
2 o' J+e 3‘?,._? 1‘94-1

. . . pXiy - PR
Man ceechte, cef 7% und 2 77 konjupier:

kemales sings also ist der Y&hlzI reir

2in¥r, 7ar Nenrner reell und somit dex

gruch reim InagirEr; w.z.b.w.

3., Fytregerfischer Zziteznsatz (herleitung
{Im €9 s24 7 = atih; 2.2 = aten? ist reell.
22 =2 - : ;.
2 Wogen = ‘“z z z-) aind die Drelecke

ey A (Csl:z) une A iC:z:z.z) cegensinni
/c/ \/%bj\ A( T4y ) ARG ¥ 4) cegeneinnig
. * £anlichy slec gilt:
ol /?/ , \ :
.._. ‘\\ L. C - ‘.—& z+ 2 . ~ 2 ~
' Z p v, .

- *

i a 1 z-
! wig herzvleiten wer,
&, VerbirZung zum Sikelsipreduk’ der Vektorrechnung ir R. 2
&
. . s W ‘1
Ls sel z,va+ib 24 und ,=c+id 9419 . Denn ogilve il /?
H 2 Z 25 . E‘- :.é__
9 - —-;-L . 2., cosy = F‘e(%-—-éﬁ S— /
BIRNETE 2 1) o
zl.zg.lzzi 2,.2, (e+in)ie-id) / -
= RC(:———;;::—;-:—-_-)— ‘Te(.z — z ) R’B("—“j- :z-‘—---) = 4 -
sttt | l[ ’ 2 |1y ‘ r i/«.;S/HQ
- patBtsbd +ilmy A QM) it Re

W3 ZU Zejgen war .

RETE™SITIR
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5. Berechnung des Winkels zweier Komplexer Zahlen ‘mithilfe der Kdrpereigen-
schaften vou C,

Vorbemerkung: Im Vektorraum V. k8nnen Vektoren durch Vektcoren nicht dividiert

Y4
werden; hingegen ksnn man im K&rper der Komplexen Zahlen Brichs und sogar

Doppelbriche berechnen.

Grundgedanke: ei? : e-i(? = eZ;(p; (.5) =z —2-111—.ln 921{? . Ffnsatz: U)’ = B -ct.

e“? : e-l('? = '.Q‘J‘,p)
L A .

.(_-,')(cosﬂ + i.6in8  cos8 - i.einB ‘)i

cose + 1.5in¢ T cos% - 1.5ing
S— u—
oo
_tanp - 4 . tenB + i _ tun8 - i tanoi — i . (it ergiLt sick
T tano, - 1 tanx + 1 teni> 4 1 tang, = 1

® = 2—11..1nDV(k2,'.v1_;1,-i)

Beispiel: Man berzchne den Winkel zwischen cen den Komnleven Zehlen

1441 und 3451 .

om

olgt: 22 . 1
[ L)_ Aus der Angsbe f{clgt: k, =3 und k’J. =z
J _d 1‘_\S/J--' Ju-i 1 ln(S--Bi)(l-!-l:i) . .

= 710531 17L+* S 71T 5e30)(1-s1)
Lo, 174078 1 led 1,028 Lo
1 24 2_2—lrl~171=H')'nl-i'21"n2 = Zi"'nl =

U7 Re L LTk usen
| 4 3 b .

Anwendurigen von KZ zum L&sen ven Aufgaben aus der Elementargeometrie
- —— e

Aufgabe: Man beweise fiir ebenz Drelecke,
daf fir den Hihenabszhritt m

Qilt: m = E;‘_‘l {siehe Zeichrung /
rechts 1. : //n((
T

Beweis: x = ~q+1h y = p+im; Nermelitat Y
besteht, wenn Rc()‘.) = 0 gilt. A

-im P
Re(!) - Re("O“"ih) p—"‘" R (( q"“lh)\.p"lm,) .
y p+im p2+q2
2 :—D%}i;“- = 0; aleo -pg+ia =0 biw. i = P.g_‘.’. .
P +m ———
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Damit kann der Satz leicht bewiseen werden: Legt man irgendeine gleichseitige
Hyperbel durch die Eckpunkte eines geqebenen Creiecks, so geht diese auch durch
den Hohencchnittpunkt des Orelecis.

Ansetz zum Beweis: hyp ... xz + Exy - y2 +Dx +Ey+F =0,

K{-p/0)¢ hyp: pz -Dp +Ff Oi 27 q2-92+0(q+p) =0, . , D = p-q
B(q/0) € hvp: qz +0gq +F =0} pz-fp-q).p + =0, ... , F = -pq
C(MI 2 hyp:  -hP 4w ER+F =0 ~-> -h"+Eh=pq =0, ... , E = h+23

1]

Durcn Tinsetzen kenn leicht nechgewiesen werden, daB H(O/ar?)ghyp gilt.
Nachbemerkung: Aus lelcht er-sichtiichen Griinder. kann der Koeffizient B
nicht berechnet werder; somit gibt es eine einparametrigs Mznge von gleich-
seitigen Hyperbeln durch dies drei Eckpurkte eires gegebenen Creiecks.

In der nachfolgenden Zeichnung sird die Hyperbeln fir B=0 und Bzt eingezeichnet
und mit einigen Daten angegeben.

~ +

dml‘y d
Dreieck: ﬁyﬁ Hype-belschar:
A(-4/0) : c x2+8xy-)-'“-2xvliy-2h =0 bzw.
8(6/0) o = ==
cio/8) ,4 = %(Bmllr_\[x2(82+«’a)¢x(228-83+25)
(m=3) ,

2 11,2 21
=0: {xa ~{yec= = -—
B=0: (x~1)"-(y 5 =~

Ml(l/Sé); an?,25,

: y:%(&x+ll:y20x2+36x+25)
My(-2/13), k=24V3, en2,48.
Msn beachte fund beweise):

Die Mittelpunkte sller
\ dieser Hyperbeln liegen

B ‘ﬁes Qegebenen
Dreiecks .

\!|\_ %

{Feuerbenhkreis gestrichelt \\\\
eingezerzhnet; seine Cleichung
ist: 22+y2-x-%%y =0)

2. Nochbemerkung: Dieser Satz wird vielfach els seine Unkehrung zum Bensisen
aufgegeben: Nimrmt man auf ainer gleichseitigen Hypecbel ein Dreieck an, so liegt

auch der Hohenschnittpunkt dieses Dreiecks suf dor Hyperbel.
Bei analytisch-geometrischar Setandlung garugt e§, mit hyp: x.y=l 2y rcchnen.

cuf dem FEUCRBACH~Kreis
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Anslytische Geometrie im R, mithilfe Komplexer Zshlen

Geradenglesichung

1. Gleichung der Ceracan durch zwei gegebens Punkte

Gageben seien die Punkte a und b. Filr einen belisbigen
Punkt z cer Geraden sind z-s und z-b perallel, haben

also gleiche bzw. um 18C° differjerende Argumente;

ihr Teiiverhdltnis (Quotient zwecks Berechnung des Winkels)
ist comit rsell. Diese (berlegungen fihren zum Ansatz:

-8 _ Z-8 :
-:-b-:ﬂ:, cee g letztlich zu :

z.{9-3) - z.{b=3) = 8.5 -3.b . Division durch {b»ai
(:‘E:El) erqgibt:

G: z.o B-7.e’? =i mitp sus R.

Cie gezretrischs Bedevtung ce Fzvtors p kann man erkennen, w2nn man den
rrageinitt acf der y-Acihee" heritzt. Eelegt msn z mit di, sinngemsB 2z rit

. e : s -i(g ih-,\ . .
-2i, =6 errElt men di.{e “Y+e¥) = pi, u = 2d.ccs? = Zp, wobel p der
Nermaletetand cer Ceradan g vom Jreprung 1st. Dos frcercebnis entspricht aleo

. i 3 i - ;
cer AC5STerhen Nornaiform aus cer reellsr fnelvtischen Gecometrie.
-1 — i‘-:) : "iﬂ) -y
¢t o ¥ . 7.2 = 2pi oader Imfz.e " ol=2e tze. miz T} c-b,

r ... fichtungsvextor

“an bestimme <iz Gleichung der Cerscen g durch ACL+7i5, B{5+1Ci;
¢ vel Lrsprinc.

vrd boreotne fheon Abctin

. LY WA
frestzy Zzleiil oo o ‘lnéilv see
z-{5+1 -i0i) !

o 4% - 8471
R A I
' \...—\... Ny e gt
-1 i
e eV pael

- Angetz mittels dze Ricktungevekicra:
Pe r = (5¢10i)-(1+478) = 4431, somit
¢ 1 z.74=-71) - T.14431) = 2.Im(1+7i)(4-31) = 5Ci

———

~

Glaichong der Normelen n zu eirer gegebenzn Goracen ¢ durch einer: Purkt P.

j ."/ ) -1 r' . - 37
Y wigeen Jeis e’c?+\'2) = i.e’v, e l(9+ /2) = ~i.@ if.

= bi {ter in

e

-
)

rlea ¢zht cie Gleichung fir g : 2.7 ~ Z.T
n T4 z.r=¢ bzw. Pe(z.T) = ¢ f(evs R)

¢ eraittelt men durch Belegzn van 2 mit Jer Kompl. Zehl ven [

Beieniely Die Worrsle nozu g {i. Beisplel) durch P{i42i) hat die

Sleichung  x.(@-31) 4+ Z.00420) = 20 . Auf ihoce HMF kermt
man curech Multiplizizren mit 1 und Normicrzn von r @
r

1 - 3eij
T e s e 41 = J-4} ;
noro2,(3481)-7.03-435 = 201 czw. o= - 2o = A

- /

clte §st p'zZ, Baschic: Aus 2,3 kenf.r. foigt al,-3) kenf.k.!
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Kreisgleichung

1. Dappzlverhilinis von 4 Punkten auf einsr Kreislinie der Kompl. Zahlsnebene
£s gsniigt, a2nrunehmen: A(eiq), B(elg), C(alxa. D(ei ). DV(A,8;C,D) =

oy

o NEL . : . : . )
{elz-elg'_ exﬁ_eqr) ) o~ iF_ - i¥ . e-lxzeflﬁ L a-r:_e-xf-. RGNS

i e e T s T
ptte” ‘QLi:t\& T-e" lip e T -e o Wog if e . S-C iy
a

lso ist ces DV(A,3;C,D) reell . Dargus erqgibt sich der Lehrsatz:

——p
bt 4 s”

Liegen vier Punkte der Komgleren Zahlenevene auf einar Kreislinie
rdie such eine Gersde sein karn), so ist ihr Doppelverhdlitrnis reell

wWeil dss Deppelverhiltnis von 4 Punkten einer
Kreiclinie reell ist, subtrahieren sich die
trgumertwinkisel der Teilverhdltnisee zu 0 bzw. 2u X,

cdie zugehdrijen Argurnentwinkel sind also gleich

bzw, cupplement&r. Scmit ist der

Fferipheriewinkelestz

hewierszn,

1. Beispiel: Gegeden seien die Punite A{8+21),8(6+61),C(-21),D¢(-1+51),

T Man reig2 durch Rechnune, daB das DV{A,8;C,D)
reell ist und bercchne die Perphzriewinkel !
oy o Ex2i-(-28) . 646i-7-7i) __ Be4i , 64Bi
T OB+Z2i-{-1451, ° 6+48i~(-1s51) T 2-31 ° T+i
L o2+361  4(13+9i) 2

T TEGSET T 613491 T 3t

. L O+l
B+ el re e by
! = TC gmr = - 0 . S aee = = .
§) = 8Te IRy T ATYT erg(5+5i) i
T
5+81 Tl e ’  \ N
1D, = LD s oz e TQ(25425i)=...2 3
32 A P U argt ‘ 4

Somit gilt: () =@, -
die Punxte A(B=-i),B(&+71),C(1+61),0(8+5i).

“on zcigu durch Rechnuno, c¢ifd des DVIAE;C.D)
reell ist und berecine <ie Poripheriewinkel !
oy » Boirilasi) | AePio(lesi) 7-78 0 3.7
T T BeieiBani) Gol1=-(8451) -&1 " =4ald
_omiks42i -1401-34) 0 7

GLi-3i7 T T3

i

i
]
—
(81
e

7-71 l- .;’:4‘ i

() = erg-=—ps= = arg =g arg(l+i) :22-
. a=2-3
5 - iy 3o ;n'_{_q“ ’ _
W = BTO LT T OSTOT ergi-3-31) =
X
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e cam a, et W L P W e g et

1Schn1ttpunk§e K;eisliniq - Geredeé \
ufgaba Man berechne die Schnittpunkte des Kreises k durch P(4+2i),000 3+31),R 1-1)
" mit der Geraden g durch A(2+2i),8(3+i) .
a) Ermittlung der Kreisgleichung mithilfe des Donnelverh?i.l_tni.sae.ss.
. z-(8+24) 1-1-(4+24) Z-(4-2i) 1l+i-(4- 21) . . .
Angatz: zf(3+31)'l-i-(3+3 §513 31) 1ei-030307 : dies fihrt letztlich auf

2.2 - 2.(2-1) -2 (2+i) 0 und somit auf k : (z- (241) {z-(2-1)) = 5 bzw.

I ke |z-(ei)] = V5

FUV T W e e e e

Ermlttlung der Vrntsglelchung au’ die ibliche Art:
7 51

51

m(PQ): PQ--lﬂ, MPQ) -§+-— i zo(-1-i)+Z.0-1+1) = 2. Re(—+ z""’ i) = =2
m(PR): °1=-3 =3i,8(PR) "“"z poz.(1-1) 47, (1+i) ; —;)(J <i) : 6
m(PQ) ~m{PR) : z(-1-1)+2(-1+4) = -2 L{1ei)

Tz(l-i)+Z(l 1) = 6 (1-1)
l.(-Zi-Zi) = 4 - Bi sra i

-3
2, = 2+i; MP = 2+4i, r = V5 ; Ergebnia wie cben.

b) Ermittlung der Geradengleichung mithilfe des foilverhdltnisses:

eatzy Z2(2+21) _7-(2-24 .
Angatz: BTSN ST 52 1 ’ fuhrt letztlich auf

gt z.(1+i) ~ Z. (l 1) = 81 .

«-——nm T T TS e = WL ¥y
D R el T —— R sty

Fimittlung der ( Geradengleichung mithilfe des Rxchtunqsvektnrs
AB = 1-1, z.(l+i)-2.{1-1) = 2i.Im(2+28)(1+i) = 2i.4 = Bi

h Crgebnis wie oben.’

‘¢) Schnittpunkte-Berechnung von k mit g

Erplizito Form bez. z der. Geradengle;chungz
- l+i Bi '

Z 2 2.5~ -

% ... = 12 + 4-48
1-i ~1-T ]
in'k- (2-2-1).(iz+84~ a3- 2+1)

PP 0Lt NBLIEB RS S

2% 4 2.(-3i-5) + 12i+4 =‘ 0

Frgebnis: 2, = 143i, =4 .

3K
M pEA Y

[

ajtere Aufgabw :<E’(7+91) a(-5+31),R(4-51)], a[A(1+51), 8\6»141)]
Ldsung: k: ]z ( +2x){ VS , g: z(5+i) -~ Z(5-1) = 52i .

kng fihrt euf: z° - z. A(7494) - 62 + 541 = 0 5

3

Ergebnin: z,-= -4+461, 22 = 11+31 .

SAXSOCDRRE T 2 s LU s ~ o
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Berechnung der Brennpubkte reeller Kegelschnitte mithilfe komplexer Tangenten
2

1. Grundparabel y = x

Ansatz: t ... y = ixed

tﬁpal‘ “s e ‘Z - i)(+d
2

X" - ix-d=20
B%-4AC=0 ... -l+4d = 0; d = T 3= .
t...y:ix-l-%-

1

t.--y‘-’-"‘ix*"‘

4
tnt ... x = 0; F(O/%) .
4
2. Ellipse x242y =2
311 Angatz: t ... y = ix+«d

taell ... x2e2. (-x2ed2e2idx) = 2

xz - 4idx + Z(I-dz)' =0
B=4AC ... -16% = B.(1-d%); d = i .
t.! o;Y:iX*’i, EI.-- y=-1"i
tlf\tl «oo Fo(-1/0) ,

t2 see ¥y = ix-i, tz cie Y = ~ixed
tzr\q - fz(l/O) .
Ferner treten die Brennpunkte _F;}(O/i) und _F'_A(O/-i) auf
3.
Ansatz: t ... y = ix+d
tahyp vo. ix% ¢ dx = 2 = 0
gt 8% .. df = -8, d = s2.00-1),

N tl: y=ix+«2(1-1), -E-l.: y==ix+2(1+i),..., ;F;I(2/2)
fi@ﬁﬂ\ 1 byt y=ix-2(1-1), T1 yamix-200ei), .00, F(-2/22)

Ferﬂei‘%?eten die Brennpunkte_F:}(Zi/-Zi) und F,(-2i/2i) auf .

Weitere Aufgebe: Man berechne die Brennpunkte der angegebenen Ellipse
mithilfe konjugiert komplexer Tangenten.
ell: 17x2-16xy+17y2-2x-52y = 397
Lésung: il(-B/-Z),zf'z(S/ﬂ; Es(l-lst/ZMi), fl‘(l#zi/Z-di) .
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iiber das Berechnen komplexer Losungen von algebraischen Gleichungen mit

(1)

(2)

Koeffizienten aus R.

tleispiel mit Erlauterungen,

Aufgabe: Man ldse die Gleichung xa—ZX}*QXZ-Qx+Q:0 in C !
Weil in diesem Fall (reelle Koeffizienten) komplexe Ldsungen in konjugierten Paaren
auftreten, versucht man das Gleichungspolynom P(x) in die Form zu faktorisieren:
P(x) = (xz*px+q).0(x) .
Dies geschieht durch Dividieren (xa—2x3+Ax2-6x+4):(xz+px+q) .
Man erhalt sls Quotient x2+x(—2-p)+(a—q+2p+p2) , der Rest ergibt sich mit
x(—h+2q-bp+2pq-2p2-p}) + (a-bq+q2-2pq-p2q) .
Weil der Rest fir alle x-Werte verschwinden soll, hat man das System zu ldsen:
p}+2p2-2pq+&p-2q+ﬁzﬂ }

2 V4
p q+lpq-q +4q-4 = 0
Dieses Verfahren ist heute nahelieqend; es wurde jedoch schon 1914 von
L. BAIRSTOW in “"Reports and memoranda of Advisory Commitee for.Aeronautics", Nr. 154
beschrieben.

, und zwar in RXR (!!) .

Algebraische Gleichungssysteme hoheren Grades konnen meist nur iterativ gelost
werden; computergestiitztes Rechnen bietet sich an. Bei Systemen in 2 Varisblen und
zwei Gleichungen ist das NEWTION-Verfahren nitzlich:

(F(x,y)=0) A (g{x,y)=0) kann iterativ mithilfe der Rekursionsformeln

f.q -q.f g.Fx—f'.qx
Xk+l =z )(‘< - —L—"xr g o f ( ) und Yk+l = yk - T—(—)—_—q—r— gelost werden.
xFy ey |y Y XY kY )

Dabei sind fx, f, 9, und g die partiellen Ableitungen von f und g nach x bzw. y.
Schreibt man“das’untér (1) Yu ldsende Gleichungssystem auf p=x und g=y um, so ergibt
sich:

f x}+2x2-2xy+6x-2y+d, Fx: 3x2—&x-2y+a, y: -2x-2 4

¢
2 2 2
g = x y+Zxy-y +4y-4, g,= 2xy+2y, gy: X +2x=2y+4 .

(3) Bemerkungen zur praktischen Durchfihrung des Liésungsvorganges.

Es ist von groGer Bedeutung, einen gunstigen Anfangspunkt A(x ,yo) zu finden, fir
den das NEWION-Verfahren tberhaupt und dann méglichst rasch kgnvergiert. In unserem
Fall sind graphische Darstellungen der Relationen f und g leicht moglich, weil die

zugehdrigen expliziten formen mihelos gefunden werden konnen (y tritt in f linear auf, ;

x in g nur quadratisch).

Kann oder will man keine graphischen Darstellungen verwenden, dann untersucht man
die sogenannte "Konvergenzlandschaft'"; d.h., man checkt viele einzelne Anfangspunkte
durch. In unserem Fall kommt man, wie unten angefihrt wird, auf zwel Grenzpunkte;
angeneben sind Anfangspunkt und die Anzahl der NEWTON-Schritte.

Grenzpunkt (~2;2): Crenzpunkt (0;2):

(0;0) ..... 19 Schritte  (=3;3) ..... 14 Schritte (0;1) ..... 6 Schritte
(1;0) ..... 32 Schritte (-1;2) ..... 32 Schritte (0;3) ..... 5 Schritte
(1;1) veoes 59 Schritte (=1:3) ..... 35 Schritte (1:2) ..... 7 Schritte
(-1
(-1

(2;1) ..... 5S4 Schritte -103-10) .. 20 Schritte (2;2) ..... 7 Schritte

(3;-3) .... 26 Schritte -10;10) ... 20 Schritte (3;3) ..... 7 Schritte
Zur Xontrolle findet man mit den Anfangspunkten (-2;52) und (0;2) konstante Folgen,
Die anqegebenen Daten wurden mit HP-97 Calculator ermittelt.

! Z
Somit erqgibt sich die Faktorisierung o2 eaxtard = (x%-2x+2) . (x°+2)

und damit das Ergebnis:
U= [1-151003-17;0V2}

3
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(4) Literaturangaben fir die Theorie des Verfahrens:

W. THRNIG “Numerische Mathematik fir Ingenieure und Physiker", Band 1
SPRINGELR-Verlagq.

R. ZURMIHL "Praktische Mathemstik fir Ingenieure und Physiker"
SPRINGER-Verlag.

E. STIEFEL "Einfihrung in die numerische Mathematik", Teubner Studienbucher,
Verlagsnummer 203%, Verlag B.G. TEUBNER, Stuttgart.

(5) Die gestellte Aufgabe ist so gewahlt, dal das Erqgebnis leicht Uberprift und vor-
allem auf ganz primitive Weise gefunden werden kann; zur Faktorisierung sind namlich
nur die Mittel der Unterstufen-Schulmathematik erforderlich. Es sollte sofort auf-
fallen, daB in P(x) das l., 3. und 5. (letzte) Glied ein Binomquadrat bilden;
dariber hinaus 140t sich aus 2. und 4. Glied (-2x) herausheben. Man kann also
schreiben:

xa»2x}+hx2-&x+a = (x2+2)2v2x.(x2+2) = (x2+2).(x2-2x+2),

was zur Kontrolle der nach BAIRSTOW und NEWION gefundenen Zerfiallung gut ver-
wendet werden kann.

£in weiteres Beispiel:

Aufqgabe: Man lise xa-Zx}+x2+x+1 =0 in C.
Hinweise zum Ldsungsweq:

(1) Das BAIRSTOW-Verfahren fiihrt auf die zu ermittelnde Zerfillung
(x2+px+q).(x2+x(-2-p)+l-q+2p+p2), der dabei zunidchst verbleibende
Divisionsrest ist x.(l+2q+2pq-p-2p2—p}) + (l-q+q2—2pq-p2q) .

Somit ist das folgende (auf p=x und q=y umgeschriebene) System zu lésen:
x}+2x2—2xy+x-2y-1:0
x2y+2xy-y2+y-l =0

(2) Das oben angefiihrte System 130t sich mithilfe des NEWTON-Verfahrens schnell
1dsen. Dazu benotigt man:
¢

g

-2x-2
2
x“+2x=-2y+]

x}+2x2-2xy+x-2y-l f

[}
H
"

3x2+ax-2y+l fy
2xy+2
xXy+ey Qy

X

x2y+2xy-y2+y-l g

X
(3) Die ermittelte Zerfallung lautet:
(x2+0,750552637x+0,371316861).(x2-2,750552637x+2,693ll7673) .
Daraus ergeben sich die Lisungszahlen:
-0,375 276 319 + 1.0,480 088 061 und +1,375276 319 + i.0,895 395 287




